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Аннотация—Рассматривается временной ряд объема 

производства классической функции Кобба-Дугласа от 
затрат капитала и труда. Расхождения между 
теоретическими значениями объема производства 
(функции Кобба-Дугласа) и реальными показателями 
трактуются как случайные отклонения. Вместо 
классической задачи оценки функции Кобба-Дугласа 
впервые рассматривается задача оценивания ее 
логарифмической производной. Задача оценки 
логарифмической производной производственной 
функции при помощи использования аппарата 
дифференциальных уравнений сводится к задаче оценки 
одного из параметров коэффициента сноса в модели 
«сигнал+шум». Для построения оценок используется метод 
наименьших квадратов, применяемый к временному ряду 
реальных значений объема производства. При этом 
используется линейная зависимость логарифмической 
производной объема производства от логарифмических 
производных затрат капитала и труда с 
соответствующими коэффициентами эластичности и 
объема производства. Для случая постоянных 
логарифмических производных затрат капитала и труда 
получено выражение оценки логарифмической 
производной объема производства. Для случая 
переменных логарифмических производных затрат 
капитала и труда получено равенство для оценки 
логарифмической производной производственной 
функции. 
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отклонения, линейная регрессия, логарифмическая 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Функция Кобба-Дугласа (производственная функция) 

имеет вид 
𝑄 = 𝐴𝐾𝛼𝐿𝛽 , 

где Q – объем производства, A – производственный 
коэффициент, K – затраты капитала, L – затраты труда, 
α и β – соответствующие коэффициенты эластичности 
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[4,7]. 
Функция Кобба-Дугласа используется как для анализа 

экономического развития предприятия, так и в 
дополненном виде для анализа развития 
макроэкономических систем на уровне отрасли, региона 
и страны [1,6]. Для оценки параметров функции Кобба-
Дугласа обычно используют регрессионный анализ [1]. 
Алгоритм поиска параметров функции Кобба-Дугласа, 
использующий методологию вариационного исчисления 
представлен в работе [4]. 

Рассмотрим непрерывный временной ряд объема 
производства, а также затрат капитала и труда: 

𝑄(𝑡) = 𝐴𝐾(𝑡)𝛼𝐿(𝑡)𝛽 , 𝑡 > 0.(1) 
Пусть равенство не выполняется точно. Будем 

объяснять расхождение теоретических значений 𝑄(𝑡)от 
реальных значений 𝑄�(𝑡)производственной функции 
наличием случайных отклонений 𝑋(𝑡), 𝑡 > 0:  

𝑄�(𝑡) = 𝑄(𝑡) + 𝑋(𝑡). (2) 
Подобная модель называется в теории случайных 

процессов моделью "сигнал+шум" и подробно 
исследована в работе [2]. В итоге получаем 
окончательную формулу для временного ряда 
производственной функции со случайными 
отклонениями: 

𝑄�(𝑡) = 𝐴𝐾(𝑡)𝛼𝐿(𝑡)𝛽 + 𝑋(𝑡). (3) 
Для оценки логарифмической производной 

производственной функции по значениям с 
отклонениями применим метод наименьших квадратов, 
исследованный также в [2].  

II. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ПРОИЗВОДНАЯ ОБЪЕМА 
ПРОИЗВОДСТВА 

Логарифмической производной функции 𝑦 называют 
производную ее логарифма (ln𝑦)′ = 𝑦′/𝑦 [5]. Если 
функция𝑦может принимать отрицательные значения, 
тогда логарифмическуюпроизводную можно 
доопределить через производную логарифма модуля 
(ln|𝑦|)′ за исключением значения аргумента, равного 
нулю [3, c.13]. 

Пусть 𝑄(𝑡) –  значение объема производства в момент 
времени 𝑡 ≥ 0 (𝑄(𝑡) > 0). Рассмотрим также значение 
этого показателя через некоторый промежуток времени  
Δ > 0: 𝑄(𝑡 + Δ). Предположим, что прирост показателя 
пропорционален значению самого показателя и 
интервалувремени Δ:  

𝑄(𝑡 + Δ) = 𝑄(𝑡)(1 + 𝜆𝑄(𝑡,Δ)Δ), (4) 
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где 𝜆𝑄(𝑡,Δ) - доля прироста показателя со времени 𝑡 > 0 
за единицу времени (эффективность использования 
показателя). Это условие появляется, когда предприятие 
получает поддержку (например, в виде инвестиций) в 
зависимости от величины объема производства. 

Общая доля прироста показателя за время Δ составит 
𝜆𝑄(𝑡,Δ)Δ. Преобразуем формулу (4) к виду 

𝜆𝑄(𝑡,Δ) =
𝑄(𝑡 + Δ) − 𝑄(𝑡)

𝑄(𝑡)Δ
. 

Устремив параметрΔ к нулю, в предположении 
дифференцируемости функции 𝑄(𝑡) получим: 

𝜆𝑄(𝑡) = lim
Δ→0

𝜆𝑄(𝑡,Δ) = 𝑄′(𝑡)/𝑄(𝑡), 𝑡 ≥ 0. (5) 
Определение. Функцию 𝜆𝑄(𝑡) назовем 

логарифмической производной показателя 𝑄(𝑡)  в 
момент времени 𝑡 ≥ 0. 

Логарифмическая производная показывает 
относительную скорость изменений функции. В данном 
случае она может быть интерпретирована как 
эффективность использования предприятием своего 
показателя. Если в некоторый момент времени 
логарифмическая производная положительна, значит 
показатель растет, если отрицательна – падает. 
Умножив модуль логарифмической производной на 
100%, мы получим текущий процент роста или спада 
показателя за единицу времени. 

Пример 1. Логарифмическая производная объема 
производства в каждый момент времени равна 0,05. Это 
означает, что за каждую единицу времени предприятие 
увеличивает объем производства на 5%. Обыкновенное 
дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет 
логарифмическая производная показателя, следует 
непосредственно из определения (5): 

𝑄′(𝑡) = 𝜆𝑄(𝑡)𝑄(𝑡), 𝑡 ≥ 0. (6) 
Пример 2. В случае если система использует свои 

показатели одинаково эффективно (с постоянным 
коэффициентом эффективности), мы получаем 
дифференциальное уравнение с постоянным 
коэффициентом 𝜆 > 0:  

 𝑄′(𝑡) = 𝜆𝑄(𝑡), 𝑡 ≥ 0, 
которое имеет экспоненциальное решение: 

𝑄(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡 + 𝐶,𝐶 > 0. 
Определение. Средней интегральной 

логарифмической производной за период времени 
[t, t + Δ] (t,Δ > 0) назовем значение 

𝜆𝑡,𝑡+Δ = �  
𝑡+Δ

𝑡

𝜆(𝑡)𝑑𝑡/Δ. 

Замечание. Аналогично логарифмические 
производные и их средние интегральные значения 
можно рассмотреть для других показателей – затрат 
капитала и труда. 

III. ВЗАИМОСВЯЗЬ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ОБЪЕМА ПРОИЗВОДСТВА И ЗАТРАТ КАПИТАЛА И ТРУДА 
Для оценки логарифмической производной объема 

производства 𝑄(𝑡) рассмотрим дифференциальное 
уравнение (6). Вычислим производную 
производственной функции без случайных отклонений 
(1): 

 𝑄′(𝑡) =
𝐴𝛼𝐾𝛼−1(𝑡)𝐾′(𝑡)𝐿𝛽(𝑡) + 𝐴𝛽𝐾𝛼(𝑡)𝐿𝛽−1(𝑡)𝐿′(𝑡) = 
 = 𝐴𝐾𝛼(𝑡)𝐿𝛽(𝑡) �𝛼 𝐾′(𝑡)

𝐾(𝑡)
+ 𝛽 𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)
� = 𝐴𝑄(𝑡) �𝛼 𝐾′(𝑡)

𝐾(𝑡)
+

𝛽 𝐿′(𝑡)
𝐿(𝑡)

� , 𝑡 > 0. 
Мы приходим к дифференциальному уравнению: 

𝑄′(𝑡) = 𝐴 �𝛼
𝐾′(𝑡)
𝐾(𝑡)

+ 𝛽
𝐿′(𝑡)
𝐿(𝑡)

�𝑄(𝑡), 𝑡 > 0. 

Заметив, что 
𝑄′(𝑡)
𝑄(𝑡)

= �𝐿𝑛(𝑄(𝑡))�,
𝐾′(𝑡)
𝐾(𝑡)

= �𝐿𝑛(𝐾(𝑡))�,
𝐿′(𝑡)
𝐿(𝑡)

= �𝐿𝑛(𝐿(𝑡))�, 
мы получаем дифференциальное уравнение: 
�𝐿𝑛(𝑄(𝑡))� = 𝐴�𝛼�𝐿𝑛(𝐾(𝑡))� + 𝛽�𝐿𝑛(𝐿(𝑡))��, 𝑡 > 0. 

Вспомнив определение логарифмической производной 
мы получаем следующее утверждение. 

Теорема 1. Логарифмическая производная объема 
производства может быть выражена в виде линейной 
комбинации логарифмических производных  затрат 
капитала и труда: 

𝜆𝑄(𝑡) = 𝐴[𝛼𝜆𝐾(𝑡) + 𝛽𝜆𝐿(𝑡)]. (7) 
Вычислив интегральное среднее интегральное значение 
выражения (7) теоремы 1 получаем аналогичное 
утверждение для интегральных средних. 

Теорема 2. Средняя интегральная логарифмическая 
производная за период [𝑡, 𝑡 + Δ] (𝑡,Δ > 0) может быть 
выражена в виде линейной комбинации 

𝜆𝑄𝑡,𝑡+Δ
= 𝐴�𝛼𝜆𝐾𝑡,𝑡+Δ + 𝛽𝜆𝐿𝑡,𝑡+Δ�. 

IV. ОЦЕНКА ПО МЕТОДУ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
Теорема 3. В указанных условиях верно равенство 

𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) = �  
𝑡

0

𝑄�(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑌(𝑡), (8) 

где 𝑌(𝑡) = ∫  𝑡0 �−𝑋(𝑡)𝜆𝑄(𝑡)�𝑑𝑡 + ∫  𝑡0 𝑑𝑋(𝑡). 
Доказательство. Перепишем равенство (4) в виде 

𝑄(𝑡 + Δ) − 𝑄(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝜆𝑄(𝑡,Δ)Δ(9) 
Заменим теоретическую производственную 

функцию𝑄(𝑡)на функцию реальных значений со 
случайными отклонениями 𝑄�(𝑡) при помощи (2) в левой 
части (9): 
(𝑄�(𝑡 + Δ) − 𝑋(𝑡 + Δ)) − (𝑄�(𝑡) − 𝑋(𝑡)) = 𝑄(𝑡)𝜆𝑄(𝑡,Δ)Δ 

или 
𝑄�(𝑡 + Δ) − 𝑄�(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝜆𝑄(𝑡,Δ)Δ + (𝑋(𝑡 + Δ) − 𝑋(𝑡)). 
Устремив Δ → 0, перейдем к дифференциалам: 

𝑑𝑄�(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝜆𝑄(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑑𝑋(𝑡). (10) 
Теперь заменим теоретическую производственную 

функцию 𝑄(𝑡)на функцию реальных значений со 
случайными отклонениями 𝑄�(𝑡) при помощи (2) в 
правой части (10): 

𝑑𝑄�(𝑡) = (𝑄�(𝑡) − 𝑋(𝑡))𝜆𝑄(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑑𝑋(𝑡) 
или 
𝑑𝑄�(𝑡) = 𝑄�(𝑡)𝜆𝑄(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑋(𝑡)𝜆𝑄(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑑𝑋(𝑡). (11) 

Проинтегрируем выражение (11) по произвольному 
отрезку [0, 𝑡], 𝑡 ≥ 0: 

𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) = 
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= �  
𝑡

0

𝑄�(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠

+ ��  
𝑡

0

�−𝑋(𝑡)𝜆𝑄(𝑡)�𝑑𝑡 + �  
𝑡

0

𝑑𝑋(𝑡)� . (12) 

Обозначив выражение в квадратных скобках в (12) 
через 𝑌(𝑡), получаем окончательно выражение (8) 
теоремы. Теорема доказана. 

Для того, чтобы оценить 𝜆𝑄(𝑡) по значениям 𝑄(𝑡), 
𝑡 ∈ [0,𝑇], воспользуемся теоремой 2 и, считая функцию 
𝑌(𝑡), 𝑡 > 0, случайными отклонениями, применим 
метод наименьших квадратов (см., например, [2]): 

𝐹(𝜆𝑄()) = �  
𝑇

0

�𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) −�  
𝑡

0

𝑄�(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠�

2

𝑑𝑡

→ min
𝜆𝑄(.)

. (13) 

V. SOME COMMON MISTAKES 
Предположим, что логарифмические производные 

𝜆𝐾(𝑠) и 𝜆𝐿(𝑠) постоянны. Согласно теореме 1, в этом 
случае постоянной является и логарифмическая 
производная производственной функции 𝜆𝑄 = 𝜆𝑄(𝑠), 
𝑠 > 0. Условие (13) мы можем записать в виде 

𝐹(𝜆𝑄) = �  
𝑇

0

�𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) − 𝜆𝑄 �  
𝑡

0

𝑄�(𝑠)𝑑𝑠�

2

𝑑𝑡

→ min
𝜆𝑄

. (14) 

Для того чтобы получить условие минимума по 𝜆𝑄, 
вычислим производную функции 𝐹�𝜆𝑄� в (14) и 
приравняем ее к нулю: 

𝐹′(𝜆𝑄) = −2�  
𝑇

0

�(𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0))�  
𝑡

0

𝑄�(𝑠)𝑑𝑠� 𝑑𝑡

+ 2𝜆𝑄 �  
𝑇

0

��  
𝑡

0

𝑄�(𝑠)𝑑𝑠�

2

𝑑𝑡. 

В итоге мы получаем критическую точку: 

𝜆𝑄 =
∫  𝑇
0 ��𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0)� ∫  𝑡0 𝑄�(𝑠)𝑑𝑠� 𝑑𝑡

∫  𝑇
0 �∫  𝑡0 𝑄�(𝑠)𝑑𝑠�

2
𝑑𝑡

. (15) 

Поскольку вторая производная функции 𝐹(𝜆𝑄)всюду 
положительна, полученное значение (15) и есть точка 
минимума, т.е. является оценкой логарифмической 
производной по методу наименьших квадратов. 

Теорема 4. В указанных условиях минимум функции 
(14) достигается в точке (15). 

Пример 3. Пусть 𝑄(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡, 𝑄(0) = 1. В этом случае 
из формулы (15) получаем оценку по методу 
наименьших квадратов 𝜆𝑄 = 𝜆, что согласуется с 
Примером 2. 

VI. СЛУЧАЙ ПЕРЕМЕННЫХ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ 
ПРОИЗВОДНЫХ 

В общем случае, для того чтобы найти функцию 
𝜆𝑄()доставляющую минимум функционалу (13), 

прибавим к ней  дважды интегрируемую функцию  𝛿(): 
 𝐹(𝑄() + 𝛿()) = ∫  𝑇

0 �𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) − ∫  𝑡0 (𝑄(𝑠) +

𝛿())𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠�
2
𝑑𝑡 = 

 =
∫  𝑇
0 �𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) − ∫  𝑡0 𝑄(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠 −

∫  𝑡0 𝛿()𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠�
2
𝑑𝑡 = 

 = ∫  𝑇
0 �𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) − ∫  𝑡0 𝑄(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠�

2
𝑑𝑡 − 

 −2∫  𝑇
0 �𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) −

∫  𝑡0 𝑄(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠� �∫  𝑡0 𝛿()𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠� 𝑑𝑡 + 

 +∫  𝑇
0 �∫  𝑡0 𝛿()𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠�

2
𝑑𝑡 

Нетрудно заметить, что приращение функционала 
равно: 
 𝐹(𝑄() + 𝛿()) − 𝐹(𝑄()) = −2∫  𝑇

0 �𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0) −

∫  𝑡0 𝑄(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠� ⋅ 

 ⋅ �∫  𝑡0 𝛿()𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠� 𝑑𝑡 + ∫  𝑇
0 �∫  𝑡0 𝛿()𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠�

2
𝑑𝑡 = 

 =
∫  𝑇
0 �−2(𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0)) + ∫  𝑡0 (2𝑄(𝑠) + 𝛿(𝑠))𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠� ⋅ 

 ⋅ �∫  𝑡0 𝛿()𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠� 𝑑𝑡. 
Необходимое условие минимума функционала – смена 
знака при прохождении критической функции. Поэтому 
функционал будет достигать минимума при 

−2(𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0)) + �  
𝑡

0

(2𝑄(𝑠) + 𝛿(𝑠))𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠 = 0. 

Перепишем равенство в виде: 

−2(𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0)) + �  
𝑡

0

2𝑄(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠 + �  
𝑡

0

𝛿(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠

= 0 
Вспоминая дифференциальное уравнение для 
логарифмической производной (6), приходим к 
равенству 

−2(𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0)) + 2(𝑄(𝑡) − 𝑄(0)) + �  
𝑡

0

𝛿(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠

= 0 
Отсюда следует, что необходимое условие минимума 
выглядит следующим образом: 

�  
𝑡

0

𝛿(𝑠)𝜆𝑄(𝑠)𝑑𝑠 = 2(𝑄�(𝑡) − 𝑄�(0)) − 2(𝑄(𝑡)

− 𝑄(0)). (16) 
Теорема 5. В указанных условиях минимум 

функционала (13) достигается при выполнении 
равенства (16). 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрена задача оценивания логарифмической 

производной производственной функция Кобба-Дугласа 
со случайными отклонениями. С использованием метод 
наименьших квадратов для модели «сигнал+шум» 
получены оценки для случая постоянных и переменных 
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логарифмических производных затрат капитала и труда. 
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Estimation of logarithmic derivative of Cobb-
Douglas production function by time series with 

accidental errors 
A. V. Zakharov, I. S. Kurilova, R. R. Ramazanova, O. G. Starceva  

Abstract—The production time series for the classical Cobb-Douglas function on capital and labor costs is 
considered. Discrepancies between theoretical values of output (Cobb-Douglas function) and real indicator values are 
interpreted as random deviations. Instead of the classical problem of Cobb-Douglas function estimation, the problem 
of its logarithmic derivative estimation is considered for the first time. The estimating problem for a production 
function logarithmic derivative with use of differential equations technique is reduced to the problem of estimating 
one of the parameters of the drift coefficient in the signal-to-noise model. To construct estimates, the least squares 
method applied to the time series of production real values is used. It uses the linear dependence of the logarithmic 
derivative of the volume of production on the logarithmic derived costs of capital and labor with the corresponding 
coefficients of elasticity and volumes of production. For the case of constant logarithmic derivative costs of capital and 
labor the estimate expression for the production volume logarithmic derivative is obtained. For the case of variable 
logarithmic derivatives of capital and labor expenditures, we obtained the equality for estimating the logarithmic 
derivative of the production function. 
 

Keywords— Cobb-Douglas function, random deviations, linear regression, logarithmic derivative. 
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