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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ äèñêðåòíûõ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì � êëàññ ïëàíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ
ñõåì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ìîäåëè ñõåì èç ïðåäèêàòíûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñõåìû, ãðàô êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, à âõîäû ðàñïîëîæåíû íà âíåøíåé ãðàíè. Ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ ÑÔÝ
äëÿ ïîëíîãî áàçèñà äàííîé ìîäåëè ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé ïëàíàðíîé ðåàëèçóåìîñòè è îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé íåïëàíàðíîé ïðåäèêàòíîé ñõåìû â çàäàííîì áàçèñå â ïëàíàðíóþ ïðåäèêàòíóþ
ñõåìó.

1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Äàäèì îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòíîé ñõåìû è åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïî àíàëîãèè ñ [2].

Îïðåäåëåíèå. Ñõåìîé èç ïðåäèêàòíûõ ýëåìåíòîâ èëè ïðåäèêàòíîé ñõåìîé â áàçèñå Π íàçîâåì ïîìå÷åííûé
íåîðèåíòèðîâàííûé äâóäîëüíûé ãðàô ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:

• êàæäàÿ âåðøèíà èç ïåðâîé äîëè ïîìå÷åíà íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà X è/èëè ìíî-
æåñòâîì ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà Y. Àëôàâèò X ñîîòâåòñòâóåò âõîäíûì ïåðåìåííûì ïðåäèêàòà, à Y � åãî
âíóòðåííèì ïåðåìåííûì, ò.å. ïåðåìåííûì, âîçíèêàþùèì íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ;

• êàæäàÿ âåðøèíà âòîðîé äîëè ïîìå÷åíà íåêîòîðûì ñèìâîëîì πi èç ìíîæåñòâà Π è ñîåäèíåíà k ðåáðàìè,
ïðîíóìåðîâàííûìè ÷èñëàìè 1, . . . , k, ñ âåðøèíàìè èç ïåðâîé äîëè.

Âåðøèíû èç ïåðâîé äîëè áóäåì íàçûâàòü óçëàìè ñõåìû, à âåðøèíû èç âòîðîé äîëè � å¼ ïðåäèêàòíûìè
ýëåìåíòàìè. Óçëû ñõåìû, ñîåäèíåííûå ðåáðàìè ñ ïðåäèêàòíûì ýëåìåíòîì, áóäåì íàçûâàòü ïîëþñàìè ýòîãî ýëå-
ìåíòà, à óçëû, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäíûì ïåðåìåííûì, � ïîëþñàìè ñõåìû. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óçåë ÿâëÿåòñÿ
j-ì ïîëþñîì ïðåäèêàòíîãî ýëåìåíòà è ñîîòâåòñòâóåò åãî j-îé ïåðåìåííîé, åñëè ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî èìååò íî-
ìåð j. Ïîëþñ ñõåìû, êîòîðîìó ïðèïèñàíî áîëåå îäíîé âõîäíîé ïåðåìåííîé, íàçûâàåòñÿ êðàòíûì ïîëþñîì ýòîé
ñõåìû.

Áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíîé òàêóþ ïðåäèêàòíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ ñîñòîèò ëèáî èç èçîëèðîâàííîé ïîëþñíîé
âåðøèíû, ëèáî òîëüêî èç îäíîãî ïðåäèêàòíîãî ýëåìåíòà πi, 1 < i < k, ãäå k � ÷èñëî ïîëþñîâ óêàçàííîãî
ýëåìåíòà.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðåäèêàòíîé ñõåìû íà êîíêðåòíîì íàáîðå îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìîñòüþ ñîñòîÿíèÿ ñõåìû
íà ýòîì íàáîðå. Ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà Σ íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè íà çàäàííîì íàáîðå çíà÷åíèé å¼ ïîëþñ-
íûõ ïåðåìåííûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ñõåìû,
íà êîòîðîì âñå ïðåäèêàòíûå ýëåìåíòû ñõåìû íàõîäÿòñÿ â äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèÿõ. Åñëè æå óêàçàííîãî íàáîðà
çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ íå ñóùåñòâóåò, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñõåìà íàõîäèòñÿ â íåäîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè
íà çàäàííîì íàáîðå çíà÷åíèé å¼ ïîëþñíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà Σ ðåàëèçóåò ïðåäèêàò π îò å¼ ïîëþñíûõ ïåðåìåííûõ, åñëè ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ íàáîðîâ π ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òåõ íàáîðîâ, íà êîòîðûõ Σ íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè.
Ïðè ýòîì ñõåìû áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå ïðåäèêàòû.

Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà, ñîñòîÿùàÿ èç èçîëèðîâàííîé ïîëþñíîé âåðøèíû, ðåàëèçóåò
òîæäåñòâåííî èñòèííûé ïðåäèêàò. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî òîæäåñòâåííî èñòèííûé (ñîîòâåòñòâåííî òîæäå-
ñòâåííî ëîæíûé) ïðåäèêàò ðåàëèçóåòñÿ ëþáîé ïðåäèêàòíîé ñõåìîé áåç âõîäíûõ ïîëþñîâ, êîòîðàÿ èìååò íåïóñòîå
(ñîîòâåòñòâåííî ïóñòîå) ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé.

Â îáùåì ñëó÷àå ãðàô ïðåäèêàòíîé ñõåìû ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â äàëüíåéøåì,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êîòîðûå íå èìåþò ïîëþñíûõ óçëîâ è äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí äîïóñòèìûé íàáîð, òàê êàê òàêèå êîìïîíåíòû íå âëèÿþò íà ôóíêöèîíèðîâàíèå ñõåìû.

1.1 Ñïîñîáû îïèñàíèÿ ïðåäèêàòíûõ ñõåì

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäèêàòíûõ ñõåì, êàæäûé èç êîòîðûõ ëó÷øå îòðàæàåò îïðå-
äåëåííûå ñâîéñòâà äàííîé ìîäåëè. Òàê, íàïðèìåð, ïðåäèêàòíûå ýëåìåíòû è îòäåëüíûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè,
îòîáðàæåííûå â ãðàôîâîé ìîäåëè, âåñüìà íàãëÿäíî îòðàæàþò òîïîëîãèþ ñõåìû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ôóíêöè-
îíàëüíîãî îïèñàíèÿ ñõåìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âñåé ñõåìû èëè îòäåëüíûõ
åå ïîäñõåì, åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðåäèêàòà, êàê âûðàæåíèå åãî
îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. Îòäåëüíî ñòîèò óïîìÿíóòü è óíèâåðñàëüíóþ
ìîäåëü îáîáùåííûõ çàäà÷ âûïîëíèìîñòè.
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Ãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå

Íåòðóäíî âèäåòü èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ 1 ìîäåëè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ïðåäèêàòíîé ñõåìû â âèäå ïîìå÷åííîãî
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íàãëÿäíî îïèñûâàåò òîïîëîãèþ ñõåìû è âçàèìîñâÿçè ìåæäó îòäåëüíûìè ïîäñõåìàìè.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå âûçûâàåò ðàçíî÷òåíèé, íå áóäåì ðàçëè÷àòü óçåë ñõåìû è ïåðåìåííóþ, ñèìâîë
êîòîðîé ïðèïèñàí äàííîé âåðøèíå, à òàêæå ïðåäèêàòíûé ýëåìåíò è ñàì ïðåäèêàò, îòâå÷àþùèé ýòîìó ýëåìåíòó.
Òàêæå, äëÿ óäîáñòâà, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì èñïîëüçîâàòü óïðîùåííîå îïèñàíèå ïðåäèêàòíîé ñõåìû, îïóñêàÿ
ïîìåòêè äóã è íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

Ìîäåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äîïóñòèìûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ðåçóëüòèðóþùåé ñõåìû èëè îòäåëüíûõ ïðåäèêàòíûõ ýëå-
ìåíòîâ, óäîáíî èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàê, ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðåäèêàòíîãî ýëåìåíòà
π(x1, . . . , xk) ñ k ïîëþñàìè, çàäàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé χπ îò k ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ñ óêà-
çàííûìè ïîëþñàìè, è îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðåäèêàòíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè íà òåõ è
òîëüêî òåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 1.

Â äàëüíåéøåì, ïðåäèêàò π, çàâèñÿùèé îò n ïåðåìåííûõ, áóäåì îáîçíà÷àòü π(x1, . . . , xn), à Π(x1, . . . , xn) áó-
äåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæåñòâó êîðòåæåé (íàáîðîâ çíà÷åíèé, ìíîæåñòâó èñòèííîñòè) ïðåäèêàòà π(x1, . . . , xn):
Π(x1, . . . , xn) = {α|χπ(α) = 1}.

1.2 Îïåðàöèè íàä ïðåäèêàòíûìè ýëåìåíòàìè

Îïðåäåëåíèå. Ñóïåðïîçèöèåé äâóõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí è ïîìåòîê, áóäåì íàçûâàòü
èõ îáúåäèíåíèå ñ âîçìîæíûì îòîæäåñòâëåíèåì ãðóïïû ïîëþñîâ ýòèõ ñõåì, êîòîðîå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèïèñûâà-
íèåì íîâîé (�îáúåäèíåííîé�) âåðøèíå ëèáî íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ äàííîé ãðóïïû, ëèáî �íîâîé�
âíóòðåííåé ïåðåìåííîé.

Âûøå áûëè îïèñàíû äâå ìîäåëè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäèêàòíûõ ñõåì: ãðàôîâàÿ, óäîáíàÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ
òîïîëîãèè ñõåìû; è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ðàáîòû ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñõåìû. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè è èõ îòîáðàæåíèå
íà êàæäóþ èç ìîäåëåé.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðåäèêàòíûõ ñõåì â ðÿäå ñòàòåé ([3], [4], [1]) èñïîëüçîâàëèñü
(∃,&) -ôîðìóëû, à îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè äâóõ ïðåäèêàòîâ π1 è π2 ñîîòâåòñòâîâàëà îïåðàöèè êîíúþíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Êîíúþíêöèåé π1(x1, . . . , xm) è π2(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ òàêîé (m+n)-ìåñòíûé ïðåäèêàò π, ÷òî

π(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+n) = π1(x1, . . . , xm)&π2(xm+1, . . . , xm+n)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ó ïðåäèêàòîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ êîíúþíêöèè, íå áóäåò îáùèõ ïåðåìåííûõ, òî
ìíîæåñòâî êîðòåæåé Π ðåçóëüòèðóþùåãî ïðåäèêàòà π ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà
êîðòåæåé ïðåäèêàòà π1 è π2 ñîîòâåòñòâåííî: Π = Π1 ⊗Π2.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðå÷èñëåííûå íèæå îïåðàöèè.

• Ïðîåêöèÿ èëè ñíÿòèå ïîëþñíîé ïåðåìåííîé ñõåìû
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðàôîâîé ìîäåëè, îïåðàöèÿ ïðîåêöèè ïðåäèêàòà π1(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííîé xi çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñíÿòèè ïîìåòêè ïåðåìåííîé xi ñî âñåõ âåðøèí, ðàíåå åþ ïîìå÷åííûõ.

C òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïî àíàëîãèè ñ [3], ïðîåêöèåé ïðåäèêàòà π1(x1, . . . , xn)
ïî ïåðåìåííîé xi íàçûâàåòñÿ òàêîé (n − 1)-ìåñòíûé ïðåäèêàò π, ÷òî: π(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) =
(∃xi)π1(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).

• Ñóïåðïîçèöèÿ ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïîëþñîâ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðàôîâîé ìîäåëè, â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè ïðåäèêàòîâ ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî k ïå-
ðåìåííûì, êàæäàÿ ïàðà îòîæäåñòâëÿåìûõ âåðøèí çàìåíÿåòñÿ îäíîé, êîòîðîé ïðèïèñûâàþòñÿ ïîìåòêè
îòîæäåñòâëÿåìûõ âåðøèí îáîèõ ïðåäèêàòîâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñóïåðïîçèöèåé π1(x1, . . . , xm) è
π2(y1, . . . , yn) ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî ïåðâûì k ïåðåìåííûì íàçûâàåòñÿ (m + n)-ìåñòíûé ïðåäèêàò
π(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm, ym+1, . . . , yn) = π1(x1, . . . , xk, xk+1 . . . , xm)&π2(x1, . . . , xk, yk+1, . . . , yn).

Îòäåëüíî ñòîèò âûäåëèòü îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè ïðåäèêàòîâ ñ îòîæäåñòâëåíèåì íå áîëåå ÷åì ïî 2 ïåðå-
ìåííûì ñ îãðàíè÷åíèåì íà äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ðåçóëüòèðóþùåãî ïðåäè-
êàòà: âíóòðåííÿÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèÿõ ñóïåðïîçèöèè òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî íå ïðèâåäåò ê ðåáåðíûì ïåðåñå÷åíèÿì èëè ïåðåìåùåíèþ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðå-
äèêàòà íà âíóòðåíþþ ãðàíü. Â äàëüíåéøåì òàêóþ îïåðàöèþ áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åííîé ñóïåðïîçèöèåé
ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî 2 ïåðåìåííûì.

• Îòîæäåñòâëåíèå âõîäîâ ñõåìû
Îòîæäåñòâëåíèå âõîäîâ ñõåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè ñ îòîæ-
äåñòâëåíèåì, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò íå ïàðà ïðåäèêàòîâ π1(x1, . . . , xn) è π2(x1, . . . , xm), à îäèí ïðåäèêàò
π1(x1, . . . , xn).

• Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíò (σ1, . . . , σk) âìåñòî ïåðâûõ k ïåðåìåííûõ

Áóäåì íàçûâàòü ïðåäèêàòàìè-êîíñòàíòàìè ïðåäèêàòû π0(x) è π1(x), ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñî-
ñòîÿò èç ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû: Π0 = {(0)},Π1 = {(1)}.
Â òàêîì ñëó÷àå, îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò âìåñòî k ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà π′(x1, . . . , xn) ìîæíî
îïðåäåëèòü êàê îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè ïðåäèêàòà π′(x1, . . . , xn) è k ïðåäèêàòîâ πσ(x), ãäå σ ∈ [0, 1], è
êàæäûé èç ïðåäèêàòîâ-êîíñòàíò îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåäèêàòîì π′ ïî ïî ïåðåìåííîé x.

Â ìîäåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
π(x1, . . . , xn) = π′(σ1, . . . , σk, xk+1, . . . , xn).

• Îòðèöàíèå ïåðåìåííîé
Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò π¬(x1, x2), ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî èìååò âèä Π¬ = {(01), (10)}. Òîãäà îïå-
ðàöèþ îòðèöàíèÿ ïåðåìåííîé xi ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ èñõîäíîãî ïðåäèêàòà è ïðåäèêàòà
π¬ ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî ïåðåìåííîé xi.

Â ìîäåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
π(x1, . . . , y, . . . , xk) = π1(x1, . . . , xi, . . . , xk)&π¬(xi, x2).

1.3 Ïîëíîòà

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ïðåäèêàòîâ B = {π1, . . . , πk} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, åñëè, ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñóïåðïîçè-
öèè ê ïðåäèêàòàì èç B, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäèêàò π(x1, . . . , xn) ñ ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
χπ ∈ Pn2 , ãäå Pn2 åñòü ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. ÔÀË f(x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò (x1, . . . , xm) îò m ïåðåìåííûõ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ n äîïóñòèìûõ íàáîðîâ αi = (αi1, . . . , α

i
n), i = 1, n çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà

π íàáîð çíà÷åíèé (f(α1
1, . . . , α

n
1 ), . . . , f(α1

m, . . . , α
n
m)) òîæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ïðåäèêàòà π.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå êëàññû ïðåäèêàòîâ:

• T0 � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòíóþ ÔÀË 0;

• T1 � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòíóþ ÔÀË 1;

• S � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ ÔÀË x̄;

• K � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ âñå êîíúþíêöèè îò äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ;

• D � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ âñå äèçúþíêöèè îò äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ;

• SM � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ âñå ìîíîòîííûå ñàìîäâîéñòâåííûå ÔÀË;

• SL � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ âñå ìîíîòîííûå ëèíåéíûå ÔÀË.

Òåîðåìà 1.1 (Êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ïðåäèêàòíûõ ñõåì). Ñèñòåìà èç B ïðåäèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
⇐⇒ îíà íå ëåæèò öåëèêîì íè â îäíîì èç 7 ïðåäïîëíûõ êëàññîâ: T0, T1, SM, SL, S,K,D. [2]

Îïðåäåëåíèå. Øåôôåðîâûì áàçèñîì áóäåì íàçûâàòü ïîëíûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ïðåäèêàòà. Ñàì ýòîò
ïðåäèêàò áóäåì íàçûâàòü øåôôåðîâûì ïðåäèêàòîì.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäèêàò π1 âõîäèò â ïðåäèêàò π2, èëè ÷òî ïðåäèêàò π2 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðå-
íèåì ïðåäèêàòà π1, åñëè ìíîæåñòâî êîðòåæåé Π1 ïðåäèêàòà π1 ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå êîðòåæåé Π2 ïðåäèêàòà
π2.
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Îïðåäåëåíèå. Íàáîð (α1, . . . , αn) íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ïðåäèêàòà π àðíîñòè n, åñëè π(α1, . . . , αn) = 0
è ñóùåñòâóåò b1, . . . , bn òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} âûïîëíÿåòñÿ π(α1, . . . , αi−1, bi, ai+1, . . . , an) = 1.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäèêàò àðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè îí íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ ìåíüøåé àðíîñòè.

Ëåììà 1.2 Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:

1. ïðåäèêàò π ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì;

2. π 6= π¬(x1, x2), ãäå Π¬ = {(01), (10)};

3. äëÿ ïðåäèêàòà π ñóùåñòâóåò ñóùåñòâåííûé íàáîð. [4]

2 Îáîñíîâàíèå ïëàíàðíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà, êîòîðóþ ìîæíî óëîæèòü íà ïëîñêîñòè áåç ðåáåðíûõ ïåðåñå÷åíèé òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïîëþñà ïðåäèêàòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå âíåøíèì ïåðåìåííûì, ëåæàò íà âíåøíåé ãðàíèöå, íàçûâàåòñÿ
ïëàíàðíîé.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè â íåì ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëþáîé ïðåäèêàò ïëàíàðíîé ñõåìîé.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèè íàä ïðåäèêàòíîé ñõåìîé, ñîõðàíÿþùèå ïëàíàðíîñòü ñõåìû, áóäåì íàçûâàòü îïåðàöè-
ÿìè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè.

Ëåììà 2.1 Îãðàíè÷åííàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî äâóì ïåðåìåííûì, ïðîåêöèÿ, ïîäñòàíîâêà êîí-
ñòàíò, îòîæäåñòâëåíèå âõîäîâ è îòðèöàíèå ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íàä ïðåäèêàòàìè â �1.2 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ ïðîåêöèè, îïåðàöèÿ
ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò âìåñòî k ïåðåìåííûõ, îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ è îòðèöàíèÿ ïåðåìåííîé íå ìåíÿþò ïëà-
íàðíîñòü ñõåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè îïåðàöèè ïðîåêöèè, ãðàô ïðåäèêàòíîé ñõåìû îñòàåòñÿ íåèçìåííûì; ïðè
îïåðàöèè îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ êîëè÷åñòâî âåðøèí-ïåðåìåííûõ óìåíüøàåòñÿ íà 1, ÷èñëî æå ðåáåð îñòàåòñÿ
ïðåæíèì, îäíàêî ïîÿâëÿåòñÿ äóãà îò ïðåäèêàòíîãî ýëåìåíòà äî îòîæäåñòâëÿåìîãî âõîäà; â ñëó÷àå ïîäñòàíîâêè
êîíñòàíò äîáàâëÿåòñÿ k âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäèêàòíûì ýëåìåíòàì è k ðåáåð, ÷òî íå ìîæåò äîáàâèòü ê
ãðàôó ñõåìû äàæå íîâûõ öèêëîâ; îòðèöàíèå ïåðåìåííîé äîáàâëÿåò ê ãðàôó ïðîñòóþ öåïü.

Îãðàíè÷åííàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî 2 ïåðåìåííûì íå âëèÿåò íà ïëàíàðíîñòü â ñèëó íàëîæåí-
íûõ íà íåå îãðàíè÷åíèé, 2.

Ïîêàæåì, ÷òî, ïðèìåíÿÿ ê ïðåäèêàòàì πS , πK , πD òîëüêî ñëåäóþùèå îïåðàöèè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè �
ïðîåêöèþ, ñóïåðïîçèöèè ñ îòîæäåñòâëåíèåì íå áîëåå ÷åì ïî 2 ïåðåìåííûì è îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ, ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðåäèêàòû-êîíñòàíòû π0(x1),Π0 = {(0)} è π1(x1),Π1 = {(1)} è ïðåäèêàò-îòðèöàíèå π¬(x1, x2),Π¬ =
{(01), (10)}.

2.1 Ïîëó÷åíèå êîíñòàíò

Ëåììà 2.2 Èç ïðåäèêàòà πS /∈ S, ãäå S � êëàññ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ x̄, ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè îòîæ-
äåñòâëåíèÿ âõîäîâ è ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò, ìîæíî ïîëó÷èòü ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäèêàòîâ-êîíñòàíò
π0(x), π1(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê πS /∈ S, òî â ΠS ñóùåñòâóþò òàêîé íàáîð α1, ÷òî åãî îòðèöàíèå íå ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà: ∃α1 ∈ ΠS , ᾱ1 /∈ ΠS . Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ ê òåì ïåðå-
ìåííûì, êîòîðûå ðàâíû σ íà íàáîðå α, ïîëó÷àåì îäèí èç ïðåäèêàòîâ-êîíñòàíò πσ(x).

Åñëè σ = 0, òî ðàññìîòðèì ïðåäèêàò πT0
(x1, . . . , xn) /∈ T0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïðåäèêàò íå

ñîäåðæèò íóëåâîé íàáîð. Ïðîåöèðóåì ïî (n − 2) ïåðåìåííûì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû π′(x1, x2) =
∃xi1 , . . . , xin−2

πT0
(x1, x2, xi1 , . . . , xin−2

) èìåë â êà÷åñòâà ìíîæåñòâà íàáîðîâ Π′ = (01) èëè âñåâîçìîæíûå ðàñøè-
ðåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå íàáîð (00). Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî îäíîé èç ïåðåìåííûõ 0, ïîëó÷àåì ïðåäèêàò π1(x),
2.

Â ñëó÷àå êîíñòàíòû 1, ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè êîíñòàíòû èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî
îïåðàöèè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòèðóþùèå ïðåäèêàòû-êîíñòàíòû ïëàíàðíû, 2.
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2.2 Ïîëó÷åíèå îòðèöàíèÿ

Ëåììà 2.3 Ïóñòü äàíû ïðåäèêàòû πK /∈ K,πD /∈ D, ãäå K(D) � êëàññ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ êîíúþíêöèè
(äèçúþíêöèþ) äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ. Òîãäà, ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò è ïðîåêöèè ê
ïðåäèêàòàì πK , πD, ìîæíî ïîëó÷èòü ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäèêàòà π¬.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáà ïðåäèêàòà, πK è πD çàâèñÿò îò 2
ïåðåìåííûõ.

Òàê êàê πK /∈ K, òî íàéäóòñÿ òàêèå íàáîðû α1 è α2 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà ΠK , ÷òî α1&α2 =
β, β /∈ Π, ïðè÷åì ýòè íàáîðû äîëæíû îòëè÷àòüñÿ êàê ìèíèìóì ïî äâóì ïåðåìåííûì xi, xj . Çíà÷èò, ëèáî ïðåäèêàò
πK(x1, x2) áóäåò ÿâëÿòüñÿ èñêîìûì ïðåäèêàòîì π¬, ëèáî åãî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé áóäåò èìåòü âèä
ΠK = {(01), (10), (11)}. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ πD, ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî πD(y1, y2) = π¬, ëèáî ΠD =
{(00), (01), (10)}. Òîãäà, ïðîèçâîäÿ îïåðàöèþ îãðàíè÷åííîé ñóïåðïîçèöèè ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî ïåðåìåííûì
x1 = y1, x2 = y2, ïîëó÷àåì ïðåäèêàò π¬.

Ïóñòü òåïåðü îäèí èç ïðåäèêàòîâ çàâèñèò áîëåå ÷åì îò 2 ïåðåìåííûõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî πK . Òàê êàê πK /∈ K, òî íàéäóòñÿ òàêèå íàáîðû α1 è α2 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà
ΠK , ÷òî α1&α2 = β, β /∈ Π, ïðè÷åì ýòè íàáîðû äîëæíû îòëè÷àòüñÿ êàê ìèíèìóì ïî äâóì ïåðåìåííûì xi, xj .
Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà ïîäìíîæåñòâî M = {xt|t 6= i, t 6= j, α1t 6= α2t} è ïîäìíîæåñòâî
N = X\{M

⋃
{xi, xj}}. Âî ìíîæåñòâî M âõîäÿò ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîòèâîïîëîæíûì çíà÷åíèÿì

êîîðäèíàò íàáîðîâ α1 è α2. Ïðîèçâåäÿ îïåðàöèþ ïðîåêöèè ïî ýòèì ïåðåìåííûì, à çàòåì ïîäñòàâèâ ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîíñòàíòû âìåñòî ïåðåìåííûõ èç N, ïîëó÷èì ïðåäèêàò π¬. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè êîíñòàíòû èñ-
ïîëüçîâàëèñü òîëüêî îïåðàöèè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòèðóþùèå ïðåäèêàòû-êîíñòàíòû
ïëàíàðíû, 2.

Èç ëåìì 2.1, 2.2 è 2.3 âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 2.4 Åñëè B � ïîëíûé ïðåäèêàòíûé áàçèñ ïî êðèòåðèþ ïîëíîòû äëÿ ïðåäèêàòíûõ ñõåì 1.1, òî ê
ïðåäèêàòàì èç B äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå ïîëíîãî íàáîðà îïåðàöèé ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, âêëþ÷àÿ îòðèöàíèå
ïåðåìåííîé è ïîäñòàíîâêó êîíñòàíò.

2.3 Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ

2.4 Ïëàíàðíûå áàçèñû

Ðèñ. 1: Øåôôåðîâû ïðåäèêàòû îò 3 ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíûì ïðåäèêàòîì πmin(x1, . . . , xn) /∈ P , ãäå P � îäèí èç ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, áóäåì
íàçûâàòü òàêîé ïðåäèêàò π, ÷òî ∀i : π′(x1, . . . , xn−1) = ∃xiπmin(x1, . . . , xi, . . . , xn) =⇒ π′ ∈ P . Ò.å. ëþáîé
ïðåäèêàò, ïîëó÷åííûé èç πmin ïðîåêöèåé ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà, ïðèíàäëåæèò P .

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò π, ìíîæåñòâî êîðòåæåé êîòîðîãî èìååò âèä

(α, ᾱ, ᾱ, . . . , ᾱ, ᾱ)
(ᾱ, α, ᾱ, . . . , ᾱ, ᾱ)

. . .
(ᾱ, ᾱ, ᾱ, . . . , ᾱ, α)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî π � ñóùåñòâåííûé ïðåäèêàò, à (ᾱ, ᾱ, . . . , ᾱ) � ñóùåñòâåííûé íàáîð. Â äàëüíåéøåì, ïðå-
äèêàòû, ìíîæåñòâî êîðòåæåé êîòîðûõ îáëàäàåò òàêîé ñòðóêòóðîé, áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûìè ïðåäèêàòàìè
ïîðÿäêà n è îáîçíà÷àòü πnsymm. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâåííûé ïðåäèêàò ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñèììåòðè÷-
íîãî ïðåäèêàòà, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ πnsymm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ðàáî÷èì
÷èñëîì 1 èëè (n− 1).

Ëåììà 2.5 Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïëàíàðíîé ïðåäèêàòíîé ñõåìû Σ â áàçèñå B = {π3
symm}

â ïëàíàðíóþ ïðåäèêàòíóþ ñõåìó Σ′ â áàçèñå B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â áàçèñå B = {π3
symm} ïðåäèêàò πlinear, ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ íàáîðîâ Πlinear =

{(001), (010), (100), (111)}, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïëàíàðíîé ñõåìîé (ñì. ðèñ. 2, ãäå âìåñòî + èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ
îòðèöàíèÿ ñóììû ïî ìîäóëþ 2 (⊕̄)), òî, çàìåùàÿ êàæäîå ðåáåðíîå ïåðåñå÷åíèå èñõîäíîé ñõåìû íà 3 ïðåäèêàòà
πlinear ïî àëãîðèòìó íà ðèñ. 3, ïîëó÷àåì ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ òðåáóåìîãî ïðåäèêàòà â áàçèñå B, 2.

Ðèñ. 2: Ðåàëèçàöèÿ πlinear â áàçèñå B = {π3
symm}

Ðèñ. 3: Ïîëó÷åíèå ïëàíàðíîé ñõåìû

Ëåììà 2.6 Åñëè π /∈ SM , ãäå SM � êëàññ ïðåäèêàòîâ, ñîõðàíÿþùèõ âñå ìîíîòîííûå ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíê-
öèè, òî, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè ïðîåêöèè è îòðèöàíèÿ ïåðåìåííîé, ìîæíî ïîëó÷èòü πmin /∈ SM , ïðè÷åì πmin
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàñøèðåíèåì ñèììåòðè÷íîãî ïðåäèêàòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì πmin /∈ SM . Ïóñòü β̃ = (β1, . . . , βk) � íàáîð, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

êàêîé-òî íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè, êîòîðóþ ïðåäèêàò íå ñîõðàíÿåò. ßñíî, ÷òî β̃ /∈ Πmin, ò.å. β̃ 6= ∀α̃ ∈ Πmin.
Îäíàêî, äëÿ ñîáëþäåíèÿ óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ïðåäèêàòà, à èìåííî ïðèñóòñòâèÿ ñâîéñòâà ïðèíàäëåæíîñòè
êëàññó SM , âñåìè ïðåäèêàòàìè, ïîëó÷åííûìè èç πmin ïðîåêöèåé ïî êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé, Πmin äîëæíî ñî-
äåðæàòü íàáîðû (β̄1, β2, . . . , βk), (β1, β̄2, . . . , βk), . . . , (β1, β2, . . . , β̄k).
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàáîð (β̄1, β̄2, . . . , β̄k) � ñóùåñòâåííûé äëÿ πmin.
Òàê êàê êëàññ SM çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îòðèöàíèÿ ïåðåìåííîé, ïðèìåíÿÿ ýòó îïåðàöèþ ê πmin

ìîæíî ïîëó÷èòü π′min, òàêîé, ÷òî íàáîð (σ, σ, . . . , σ) ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ñóùåñòâåííûì, à ñàì π′min ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ñèììåòðè÷íîãî ïðåäèêàòà, 2.

Ñëåäñòâèå 2.7 Èç ëþáîãî íåñàìîäâîéñòâåííîãî ïðåäèêàòà π /∈ SM , ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ïëàíàðíîé ñó-
ïåðïîçèöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíûé ïðåäèêàò πmin /∈ SM , êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóùåñòâåííûì
ïðåäèêàòîì ñ ñóùåñòâåííûì íàáîðîì α = (σ, σ, . . . , σ), σ ∈ {0, 1}.

Ëåììà 2.8 Ïócòü π /∈ SM , π � ðàñøèðåíèå ñèììåòðè÷íîãî ïðåäèêàòà π3
symm. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè

ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ πlinear.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, Π = Π3
symm

⋃
A, ãäå A ⊆ {(αᾱα), (ααᾱ), (ᾱαα), (ααα)}.

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ íàáîðàõ èç A îò 2 äî 3 êîîðäèíàò ðàâíû α, è |A| = k, 1 ≤ k ≤ 4. Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò
π1(y1, y2) ñ ìíîæåñòâîì íàáîðîâ Π1 = {(ᾱ, ᾱ), (ᾱ, α), (α, ᾱ)}.

Ïðèìåíåíÿÿ îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè ñ îòîæäåñòâëåíèåì ïî 2 ïåðåìåííûì xi1 = y1, xi2 = y2 èñõîäíîãî ïðåäè-
êàòà π(x1, x2, x3) è ïðåäèêàòà π1(y1, y2), ãäå i1 6= i2 6= j,

j =

{
t åñëè ∃β̃ = (β1, β2, β3) ∈ A, βt = ᾱ
∀t ∈ [1, 3] åñëè A = {(α, α, α)}

íå áîëåå ÷åì k ðàç, ìîæíî óáðàòü �ëèøíèå� íàáîðû è ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íûé ïðåäèêàò.
Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðåäèêàò π1(x1, x2). Åñëè π1(x1, x2) íå ïîëó÷àåòñÿ èç π(x1, x2, x3) ïðîåêöèåé ïî êàêîé-ëèáî

ïåðåìåííîé, òî ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü A 6= {(α, α, α)}. Òîãäà ∃β̃ = (β1, β2, β3) ∈ A, βt = ᾱ. Ïîäñòàâèâ íà ìåñòî t-îé ïåðåìåííîé ïðå-

äèêàòà π êîíñòàíòó ᾱ, è ñïðîåöèðîâàâ ïî ïåðåìåííîé t ïîëó÷èì: ïðåäèêàò π′1(x1, x2) ñ ìíîæåñòâîì êîðòåæåé
Π′1 = {(ᾱ, α), (α, ᾱ), (α, α)}, èç êîòîðîãî èñêîìûé ïðåäèêàò π1 ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè îòðèöàíèÿ 2
ïåðåìåííûõ.

Â áàçèñå èç ñèììåòðè÷íîãî ïðåäèêàòà π3
symm ïðåäèêàò πlinear ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíûì îáðàçîì ïî ëåììå 2.5.

2. Ïóñòü A = {(α, α, α)}. Òîãäà π = πlinear,2.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïîêàçûâàþò êàê, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, îò ñèììåòðè÷íîãî
ïðåäèêàòà ðàçìåðíîñòè n èëè åãî ðàñøèðåíèÿ, ïåðåéòè ê ñèììåòðè÷íîìó ïðåäèêàòó ðàçìåðíîñòè (n− 1) èëè åãî
ðàñøèðåíèþ.

Ëåììà 2.9 Åñëè π(x1, . . . , xn) = πnsymm, n > 3, òî, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò è ïðîåêöèè,
ìîæíî ïîëó÷èòü ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ πn−1symm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê π /∈ SM , òî ó ïðåäèêàòà π åñòü ñóùåñòâåííûé íàáîð α̃ = (σ, . . . , σ). Òîãäà, ïðîèçâîäÿ
îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû σ âìåñòî îäíîé èç ïåðåìåííûé ïðåäèêàòà, è ïîñëåäóþùóþ îïåðàöèþ ïðîåêöèè,
ïîëó÷àåì ïðåäèêàò π1(x1, . . . , xn−1) = πn−1symm,2

Ëåììà 2.10 Åñëè π(x1, . . . , xn) /∈ SM,n > 3, òî, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò, îòðèöàíèå ïåðå-
ìåííûõ è ïðîåêöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ π1(x1, . . . , xn−1) /∈ SM,2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 2.7, ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè íàä π, ìîæíî ïîëó÷èòü
πmin /∈ SM ñ ñóùåñòâåííûì íàáîðîì α = (σ, . . . , σ) /∈ Πmin. Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ êîíñòàíòó σ âìåñòî îäíîé
èç ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà πmin è ïðîèçâîäÿ îïåðàöèþ ïðîåêöèè ïî ýòîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ïðåäèêàò π1,
êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò SM , è çàâèñèò îò (n− 1) ïåðåìåííîé, 2.

3 Àëãîðèòì ïëàíàðíîãî ñâåäåíèÿ

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü äàíà íåïëàíàðíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà Σ â ïîëíîì ïðåäèêàòíîì áàçèñå B, ìàêñèìàëüíàÿ
àðíîñòü ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðàâíà 3. Òîãäà èç Σ, ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî
ïîëó÷èòü ñõåìó Σ′, ðåàëèçóþùóþ òîò æå ïðåäèêàò, ÷òî è Σ, íî ÿâëÿþùóþñÿ ïëàíàðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñõåìû.
Âíà÷àëå ïîëó÷àåì ïëàíàðíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäèêàòîâ π0, π1 è π¬ ïî ëåììàì 2.2 è 2.3. Èõ íàëè÷èå, ïî ëåììå

2.4, äåëàåò äîñòóïíûì âåñü íàáîð îïåðàöèé ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè.
Äàëåå çàìåíÿåì êàæäîå ðåáåðíîå ïåðåñå÷åíèå ïî ëåììå 2.5.
Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå âûøåîïèñàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíîé, 2.
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Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü äàíà íåïëàíàðíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà Σ â ïîëíîì ïðåäèêàòíîì áàçèñå B. Òîãäà èç Σ,
ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñõåìó Σ′, ðåàëèçóþùóþ òîò æå ïðåäèêàò,
÷òî è Σ, íî ÿâëÿþùóþñü ïëàíàðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäèêàòû π0, π1, π¬ ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1.
Âûäåëÿåì èç áàçèñà B π(x1, . . . , xn) /∈ SM . Ïî ëåììàì 2.9 è 2.10, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè ïëàíàðíîé ñóïåðïîçèöèè

ê ïðåäèêàòó π(x1, . . . , xn), ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäèêàò π′(x1, x2, x3), ÿâëÿþùèéñÿ ëèáî ñèììåòðè÷íûì ïðåäèêàòîì
îò 3 ïåðåìåííûõ, ëèáî åãî ðàñøèðåíèåì.

Äàëåå, ïî ëåììå 2.8 èç ïðåäèêàòà π′ ïîëó÷àåì πlinear è ïðåîáðàçîâûâàåì ñõåìó â ïëàíàðíóþ ïî ëåììå 2.5, 2.

Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ìîäåëè ïëàíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì.

3.1 Êðèòåðèé ïîëíîòû

Òåîðåìà 3.3 (Êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ïëàíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì) Ñèñòåìà èç B ïðåäèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì ⇐⇒ îíà íå ëåæèò öåëèêîì íè â îäíîì èç 7 ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ: T0, T1, SM, SL, S,K,D.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ìîäåëè ïëàíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì ïîëíîòû
äëÿ îáû÷íîé ìîäåëè.
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