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Упрощённые регулярные языки
и специальное отношение эквивалентности
на классе регулярных языков. Часть II

Б.Ф.Мельников, В. Н. Долгов

Аннотация—Рассматриваемое в статье отношение экви-
валентности S на классе регулярных языков необходимо
для более полного исследования ранее определённого в
наших статьях отношения R. Кроме этого, мотивация к
рассмотрению отношения S заключается в необходимости
его применения для исследования т. н. лепестковых авто-
матов – которое также было начато в одной из наших
предыдущих статей. Конкретно, для получения лепестко-
вого автомата необходим такой алгоритм неэквивалентно-
го преобразования автомата, как объединение двух букв
рассматриваемого алфавита, – и с этим преобразованием
связаны оба упомянутых отношения эквивалентности на
классе регулярных языков, R и S. В свою очередь ле-
пестковые автоматы возникают при описании нескольких
различных алгоритмов проверки бинарного отношения эк-
вивалентности в бесконечности, также рассмотренного в
нескольких наших предыдущих статьях, в частности – при
использовании в этих алгоритмах конечных автоматов PRI
и NSPRI.

Итак, в настоящей статье мы определяем S – спе-
циальное бинарное отношение на множестве регулярных
языков, показываем выполнение всех свойств отношения
эквивалентности – и поэтому отношение S разделяет весь
класс регулярных языков на непересекающиеся подклассы.
Вследствие этого большинство рассматриваемых в теории
языков задач можно решать только для одного представите-
ля каждого такого подкласса – причём обычно желательно
рассматривать так называемый упрощённый язык, он один
в каждом подклассе.

Понятие упрощённого языка основано на соединении
т. н. параллельных букв, и такому упрощённому языку
соответствует специально вводимый нами упрощённый
конечный автомат. Всё сказанное позволяет работать лишь
с конечным числом рассматриваемых регулярных языков,
при условии, что соответствующие им конечные автоматы
имеют априори ограниченное число состояний.

Оба эти отношения эквивалентности, S и R, сохраняют
отношение #, определяемое для конкретного регулярного
языка, – и, следовательно, позволяют использовать многие
доказанные ранее свойства регулярных языков и недетер-
минированных конечных автоматов с любым из автоматов
его класса эквивалентности и соответствующим ему язы-
ком.

В представляемой части II мы продолжаем рассмотрение
свойств отношения S – существенно более сложных свойств,
чем рассматривались в части I. Среди прочего мы при-
водим варианты применения отношения параллельности
букв в нескольких задачах теории формальных языков.

Ключевые слова—регулярные языки, недетерминирован-
ные конечные автоматы, бинарные отношения, отношение
эквивалентности, упрощение автоматов, алгоритмы.
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Предлагаемая часть II настоящей статьи является про-
должением части I, т. е. [1]. Мы рассматриваем более
сложные свойства специального отношения эквивалент-
ности на классе регулярных языков. Нумерация опреде-
лений и утверждений продолжается, а нумерация ссылок
на использованные источники – новая, начинается с 1.

V. БОЛЕЕ СЛОЖНЫЕ СВОЙСТВА
ОТНОШЕНИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ БУКВ
И ПОНЯТИЕ УПРОЩЁННОГО АВТОМАТА

В этом разделе мы продолжаем рассматривать свой-
ства отношения параллельности букв – применительно
к детерминированным и, в частности, каноническим ав-
томатам. На основе этих свойств в разделе вводится
понятие упрощённого автомата – и уже для него фор-
мулируется одно из его свойств 1.
В начале приведём два важных утверждения, 4 и 5.

Первое из них мы будем использовать для последующего
определения упрощённого автомата, а второе нужно для
рассмотрения отношения #, относящегося к языку такого
автомата.

Утверждение 4: Пусть K̃ – канонический автомат для
заданного регулярного языка L ⊆ Σ∗. Тогда для каждой
пары букв a, b ∈ Σ выполнено следующее:

a
L

∥b⇐⇒ a
K̃

∥ b .

Доказательство.⇒ По определению 1 и утверждению 1 (часть I);⇐ По определению 1. □

Таким образом, параллельность букв в языке a
L

∥b
однозначно определяется автоматом K̃.

Утверждение 5: Пусть L – некоторый регулярный
язык над алфавитом Σ. Тогда для любой пары букв
a, b ∈ Σ выполнено следующее:

a
L

∥b⇐⇒ a
LR

∥ b ,

т. е. параллельность a
L

∥b выполняется и для зеркального
языка.

1 То есть здесь мы применяем обычный, «прямой» порядок определе-
ний: сначала – для автоматов, а потом – для соответствующих языков.
(Напомним, что в разделе III части I был использован «обратный
порядок» – о чём там была соответствующая сноска.)
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Доказательство.

⇒ Пусть a
L

∥b, тогда для некоторого определяющего
язык L автомата K = (Q,Σ, γ, S, F) выполнен сле-

дующий факт: a
K

∥ b. Рассмотрим автомат

KR = (Q,Σ, γR, S, F),

определяющий язык LR. Для него

γR(q1, q2) = γ(q2, q1) ∋ a ⇐⇒
γR(q1, q2) = γ(q2, q1) ∋ b .⇐ Обратный факт доказывается аналогично. □

Пример 2: Рассмотрим автомат K, приведённый на
рис. 3 (для удобства повторяем этот рисунок из части I),

Рис. 3. Канонический автомат K̃.

также рассмотрим соответствующий язык L. Как мы уже
знаем, выполнено следующее:

a
L

∥b и a
K

∥ b.

То же самое выполняется для языка LR и автомата KR:

a
LR

∥ b and a
KR

∥ b

(в рассматриваемом нами примере они просто совпадают
соответственно с L и K).

Итак, мы знаем, что каждый регулярный язык L даёт
некоторое (зависящее от этого языка) разбиение задан-
ного алфавита Σ на подмножества параллельных букв.
При этом зеркальный регулярный язык LR, согласно
утверждению 5, даёт то же самое разбиение:

Σ =

n⋃
i=1

σi ,

где

σi ̸= ∅ , σi ∩ σj = ∅ для i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j ;

будем обозначать это разбиение следующим образом:

σ = {σ1, σ2, . . . , σn } .

При этом далее мы будем рассматривать регулярные
языки и конечные автоматы над множеством σ, которое
можно считать новым алфавитом; при этом каждый
элемент σi ∈ σ будем рассматривать:

• и в качестве буквы этого нового алфавита σ,
• и, как выше, в качестве подмножества множества
букв старого алфавита Σ.

Всюду далее мы предполагаем, что L – заданный
регулярный язык над алфавитом Σ, K̃ – канонический
автомат 2 определяющий L, а σ – разбиение алфавита Σ,

2 Ещё раз отметим, что согласно предыдущим договорённостям
возможно применение таких обозначений:

K̃ =
(
Q̃, Σ, δ̃, S̃, F̃

)
.

соответствующее языку L. Приведём два эквивалентных
утверждению 4 варианта – утверждения 6 и 7.

Утверждение 6: Пусть a, b ∈ Σ. В этом случае
условие a, b ∈ σi (σi ∈ σ) выполняется тогда и только

тогда, когда a
K̃

∥b. □

Утверждение 7: Пусть a, b ∈ Σ. Тогда a, b ∈ σi (где
σi ∈ σ) в том и только том случае, если(

∀q ∈ Q̃
)(

δ̃(q, a) = δ̃(q, b)
)
. □

Доказательства обоих утверждений очевидны: они яв-
ляются следствием утверждения 4 и вариантов опре-
деления параллельных букв. При этом утверждение 7
позволяет дать определение так называемого упрощён-
ного конечного автомата над алфавитом σ. Этот автомат
определяет регулярный язык, который мы также будем
называть упрощённым.

Определение 5: Упрощённый автомат для заданного
регулярного языка L определяется как

K =
(
Q̃, σ, δ, S̃, F̃

)
,

где:
• σ определённый ранее упрощённый алфавит для
языка L;

• Q̃, S̃ и F̃ – элементы пятёрки L̃, который также
определён ранее;

• для всех пар, состоящих из состояния q ∈ Q̃ и буквы
a ∈ Σ (где при этом a ∈ σi) полагаем

δ(q, σi) = δ̃(q, a). □

Заметим, что это определение можно рассматривать и
в качестве алгоритма, т. е. как процесс «объединения»
параллельных букв. При этом число букв в получающем-
ся алфавите может только уменьшаться – отсюда и назва-
ние «упрощённый». Также отметим, что K опрделяется
только на основе рассматриваемого регулярного языка L,
поскольку автомат K̃ является его инвариантом. При этм
возможно равенство

δ(q, σi) = δ̃(q, a),

поскольку, согласно утверждению 7,

δ̃(q, a) = δ̃(q, b) при a, b ∈ σi .

Определение автомата K и утверждение 7 могут быть
объединены вместе следующим образом.

Утверждение 8: Пусть задан некоторый регулярный
язык L; рассмторим задающие его автоматы K̃ и K. Тогда
для каждых буквы a ∈ Σ и буквы-множества σi ∈ σ

выполнено следующее условие: a ∈ σi тогда и только
тогда, когда (

∀q ∈ Q̃
) (

δ(q, σi) = δ̃(q, a)
)
.

Доказательство утверждения очевидно. □
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VI. ПРИМЕНЕНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ БУКВ
В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ ЯЗЫКОВ
Этот раздел озаглавлен «Применение … в задачах

теории формальных языков». При этом мы имеем в виду,
что доказываемые в этом разделе теоремы формулируют
такие важные свойства регулярных языков, как:

• вид отношения # для рассматриваемого языка –
свойства этого отношения формулируются явно;

• вид функций φin
K и φout

K для некоторого соответству-
ющего рассматриваемому языку конечного автомата
K – свойства этих функций формулируются неявно,
поскольку, например, использующиеся в теоремах
языки (Lin

K̃
, Lin

K̃R
и т. п.) применятся также при опре-

делении упомянутых функций φin
K и φout

K .
В начале раздела введём следующие новые обозначе-

ния.
• Пусть a ∈ Σ; обозначим σa подмножество множе-
ства Σ (σa ∈ σ), содержащее a.

• Пусть u = a1 . . . am, u = σa1
. . . σam

; тогда будем
писать u ∈ u. Аналогично в общем случае, при этом
u – слово языка σ∗.

• L обозначает язык автомата K (упрощённый язык).
Теперь покажем, что в процессе объединения парал-

лельных букв сохраняются важные свойства регулярных
языков. В частности, автомат K также является канони-
ческим, а язык L имеет ту же самую таблицу бинарного
отношения #, что и язык L.

Теорема 1: Автомат K – детерминированный.
Доказательство. Покажем, что выполняются все необ-

ходимые свойства детерминированного автомата:
• S̃ не изменяется, т. е. число стартовых состояний не
превышает 1;

• согласно определению автомата K, ε-перехды отсут-
ствуют;

• для каждых состояния q ∈ Q̃ и буквы a ∈ σa

|δ(q, σa)| = |δ̃(q, a)| ⩽ 1,

поскольку детерминированным является и автомат
K̃. □

Теорема 2: Пусть u ∈ u. Тогда для каждого состояния
q ∈ Q̃ выполнено следующее:

u ∈ Lin
K̃
(q) ⇐⇒ u ∈ Lin

K
(q).

Доказательство.⇒ Пусть u = a1 . . . am, причём u ∈ Lin
K̃
(q). Тогда в

графе переходов автомата K̃ существует следующий
путь:

s ∈ S
a1−→q1

a2−→ . . .
am−→q ;

и поэтому

u = σa1
. . . σam

, ai ∈ σai
, δ(q, σa) = δ̃(q, a)

применяя также утверждение 7, мы получаем, что в
автомате K также имеется аналогичный путь:

s ∈ S
σa1−→q1

σa2−→ . . .
σam−→q ;

отсюда u ∈ Lin
K̃
(q).⇐ Обратный факт доказывается аналогично. □

Примерно так же доказывается и следующая теорема.

Теорема 3: Пусть u ∈ u. Тогда для каждого состояния
q ∈ Q̃ выполнено следующее:

u ∈ Lout
K̃

(q) ⇐⇒ u ∈ Lout
K

(q). □

А следующая теорема 4, по-видимому, неочевидна –
несмотря на очень простую формулировку.

Теорема 4: Автомат K – канонический автомат для
языка L.

Доказательство состоит из следующих пунктов.
• Покажем, что в графе переходов автомата K отсут-
ствуют недостижимые состояния.
Пусть q ∈ Q̃, тогда, поскольку автомат K̃ является
каноническим, выполнено следующее

Lin
K̃
(q) ̸= ∅;

т. е. существует некоторое слово u ∈ Lin
K̃
(q). Отсюда

согласно теореме 2 мы получаем, что

u ∈ Lin
K
(q) , и поэтому Lin

K
(q) ̸= ∅,

т. е. q – достижимое состояние автомата K.
• Отсутствие в графе переходов автомата K беспо-
лезных состояния. доказывается аналогично (соглас-
но теореме 3).

• Покажем, что в автомате K отсутствуют эквива-
лентные состояния (т. е. такие, у которых совпадают
выходные языки).
Предположим противное, т. е. пусть в автомате K

q1 ∼ q2, или,

Lout
K

(q1) = Lout
K

(q2).

Тогда по теореме 3 мы получаем следующее:

Lout
K̃

(q1) =
{
u ∈ Σ∗ |u ∈ u, u ∈ Lout

K̃
(q1)

}
,

Lout
K̃

(q2) =
{
u ∈ Σ∗ |u ∈ u, u ∈ Lout

K̃
(q2)

}
,

т. е. Lout
K̃

(q1) = Lout
K̃

(q2). Отсюда получаем, что в
автомате K̃ также выполняется условие эквивалент-
ности q1 ∼ q2, что приводит к противоречию со
сделанным предположением. □

Итак, упрощённый автомат K действительно является
каноническим, причём он определяет упрощённый язык.
Теперь докажем, что упрощённому языку L соответству-
ет то же самое отношение эквивалентности #, что и ис-
ходному языку. В первую очередь покажем соответствие
между языками L и L.

Теорема 5: u ∈ L⇐⇒ u ∈ u 3, где u ∈ L.

Доказательство. L = Lout
K̃

(s), где s – стартовое состо-
яние автомата K̃. Согласно теореме 3,

u ∈ Lout
K̃

(s)⇐⇒ u ∈ Lout
K

(s),

где Lout
K

(s) = L. □
Утверждение 9: Если v ∈ v и w ∈ w, то v ·w = v ·w.

Доказательство. Применяем отображение a → σa

(где a ∈ Σ, σa ∈ σ). □
3 Напомним, что необходимые обозначения были введены в начале

раздела.

15



International Journal of Open Information Technologies ISSN: 2307-8162 vol. 11, no. 1, 2023

Теорема 6: Отношение # у языков L и L одно и то же.

Доказательство. Согласно очевидным следствиям, по-
лучаемым на основе утверждения 5, у языков L и LR

разбиение σ одно и то же. Поэтому все приведённые
выше утверждения и теоремы выполняются для этих
двух языков одновременно (при этом для языка LR со-
ответствующие автоматы естественно обозначить KR и
K̃R).
Перейдём к непосредственному доказательству того,

что отношение # не изменяется при преобразовании
автомата K̃ в K и обратно. Для этого мы ниже записываем
определения отношения # для двух конкретных состоя-
ний (а именно, q1 и q2), и, используя теоремы 2 и 5,
показываем возможность менять во всех формулах K̃ на
K и наоборот.⇒ (т. е. K̃⇒ K).

Для автомата K̃ отношение B#Y выполняется, когда

(∃u ∈ L)
(
u = vw, v ∈ Lin

K̃
(B), wR ∈ Lin

K̃R
(Y)

)
,

отсюда u ∈ L, а поэтому

u = v ·w = v ·w,

где w ∈ Lin
K
(B) и wR ∈ Lin

KR
(Y). Таким образом, для

языка L и автомата K выполнено условие B#Y.⇐ (т. е. K⇒ K̃).
Для автомата K̃ отношение B#Y выполняется, когда

(∃u ∈ L)
(
u = vw, v ∈ Lin

K
(B), wR ∈ Lin

KR
(Y)

)
.

Выберем некоторые v ∈ v и w ∈ w; для них

u = v ·w = v ·w и u = vw ∈ L,

где v ∈ Lin
K̃
(B) и wR ∈ Lin

K̃R
(Y). Это означает

выполнение условия B#Y для заданного языка L и
автоата K̃. □

VII. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ РЕГУЛЯРНЫЕ ЯЗЫКИ
Итак, в предыдущем разделе мы начали рассматривать,

среди прочего, связь отношения параллельности букв в
частности (и понятие упрощённого автомата вообще) – с
отношением # для рассматриваемого языка, т. е. факти-
чески эквалентность в «более широком» смысле – эква-
лентность по отношению #, собственно отношение R на
регулярных языках. Здесь же, в этом и следующем раз-
делах, мы переходим непосредственно к эквалентности в
«более узком» смысле – к отношению S на регулярных
языках.
Сначала определим эквивалентность путём рассмотре-

ния упрощённых регулярных языков. Конечно же, суще-
ствуют несовпадающие регулярные языки 4, которым со-
ответстует один и тот же упрощённый язык (с точностью
до переобозначения букв рассматриваемого алфавита σ).
Более формально об этом говорится в следующем опре-
делении.
Определение 6: Языки L1 и L2 называются эквива-

лентными по упрощению, если языку Li соответствует

4 Приведём такую аналогию – для более сложного случая. Всем ре-
гулярным языкам, имеющим одно и то же отношение #, соответствует
один и тот же регулярный язык, опрпеделяемый автоматом, который
мы в предыдущих публикациях обозначали K#.

упрощённый язык Li над алфавитом σi (i = 1, 2), и
существует биекция

σ1 ←→ σ2,

такая что она может быть расширена до L1 и L2 (т. е.
упрощённые автоматы K1 и K2 совпадают с точностью
до переобозначения букв и состояний). □
Отметим, что последнее определение действительно

является определением отношения эквивалентности, по-
скольку упрощённый язык – как и упрощённый автомат –
являются инвариантами регулярного языка 5; следова-
тельно, все регулярные языки разбиты на подмножества
языков, в каждом из которых упрощённый язык один и
тот же.

Пример 3: Языки, определяемые регулярными выра-
жениями

L1 = a∗ + b∗ + (a+ b)∗ и L2 = c∗

являются эквивалентными по упрощению, поскольку
обоим языкам соответствует один и тот же упрощённый
язык Li = σ∗

i .

Стоит отметить, что упрощение языков можно рас-
сматривать как первый небольшой шаг в подходе к клас-
сификации регулярных языков: любой регулярный язык
может быть получен из некоторого упрощенного языка с
помощью операции, обратной операции упрощения:

σi → {ai1 , ai2 , . . . , ain } , где σi ∩ σj = ∅ ,

и так далее. При этом возможности применения несколь-
ких вариантов такой «обратной операции» были показа-
ны нами в [2] (см. также [4], [5]).
Ещё отметим, что можно также определить и более

сложный объект, который можно условно назвать «бук-
вой, параллельной языку»; проще всего такое определе-
ние ввести для некоторого класса «простых» языков (на-
пример, конечных языков, которые могут быть записаны
с помощью регулярных выражений, не использующих
звезду Клини). После подобного определения можно рас-
ширить и рассмотренное выше отношение эквивалентно-
сти языков.

VIII. АВТОМАТЫ БЕЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ БУКВ
Как следует из названия раздела, мы будем рассматри-

вать автоматы, не имеющие параллельных букв. Факти-
чески алгоритм построения такого автомата, эквивалент-
ного некоторому заданному, можно получить на основе
предыдущего материла статьи (прежде всего – на основе
раздела VII); но в настоящем разделе мы показываем,
что приведённое ранее определение 5 можно считать кон-
структивным определением автомата без параллельных
букв.
Поскольку пока не существует законченной классифи-

кации упрощённых языков, было бы полезно уже сейчас
найти какое-то другое применение этому понятию. Од-
ним из возможных применений описывается тем фактом,
что при рассмотрении упрощённых языков мы можем не
принимать во внимание автоматы с имеющимися в них
параллельными буквами. Это, в частности, позволяет нам

5 Неполными.
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исследовать только конечное число автоматов – в тех
случаях, когда мы ограничиваем сверху количество их
состояний.
Следующее определение можно рассматривать как

операцию «предварительного соединения» параллельных
(с точки зрения рассматриваемого автомата) букв. А
согласно дальнейшей теореме 7, такое предварительное
объединение не изменяет не только получаемый упро-
щённый язык, но и получаемый упрощённый автомат.

Определение 7: Пусть K = (Q,Σ, δ, S, F), a, b ∈ Σ

и a
K

∥ b. Также предполагаем, что Σ ′ = Σ ′ \ {b}, а δ ′ –
соответствующее ограничение функции переходов δ для
нового алфавита Σ ′ 6.
Тогда будем говорить, что автомат K ′ = (Q,Σ ′, δ ′, S, F)

получен из автомата K объединением параллельных букв
a и b 7. □

Теорема 7: Пусть K = (Q,Σ, δ, S, F), a, b ∈ Σ, a
K

∥ b,
а автомат K ′ получен из K объединением параллельных
букв a и b. Тогда K = K ′.

Доказательство. Мы уже знаем, что операции

K→ K̂ и K̂→ K̃

сохраняют свойство параллельности букв a
K

∥ b (см.
утверждение 1). При применении упрощающих опера-
ций к автоматам K̃ и K̃ ′ получаемый автомат K ′ будет
отличаться от автомата K только тем, что множество σi

(где σi ∋ a, b) изменяется на σi \ {b} – а это для алфавита
σ несущественно. □
Итак, любой автомат может быть упрощён с помощью

последовательности (возможно, пустой) «предваритель-
ного объединения» параллельных букв – с получением
автомата, параллельных букв не имеющего. Из преды-
дущего материала статьи также следует, что подобные
объединения могут быть проведены в произвольном по-
рядке. Поэтому, как уже было сказано в начале раз-
дела, приведённое ранее определение 5 можно считать
конструктивным определением автомата без параллель-
ных букв 8. А поскольку для решения большинства за-
дач, связанных с регулярными языками, важны только
языки (автоматы) без параллельных букв, то наличие
конструктивных алгоритмов построения таких автоматов
даёт возможность в таких задачах рассматривать только
конечное число автоматов – например, в тех случаях,

6 Фактически это – новая функция переходов, получающаяся в
результате переименования имеющейся буквы b в также имеющуюся
букву a.

7 В первой части статьи несколько раз употреблялось обозначение
J q,q ′

(K) – для объединения двух состояний, q и q ′. Похожее обо-
значние можно было бы ввести и в рассматриваемом случае, т. е. для
объединения двух букв. Более того, при этом, по-видимому, упростятся
некоторые формулы, связанные с преобразованиями полного автомата,
описание таких преобразований должно стать более наглядным; наши
статьи с этими описаниями процитированы выше, в том числе в
части I. Мы предполагаем ввести подобные обозначения в следующих
публикациях.

8 В принципе, таковым его можно было считать и без последующего
(т. е. приведённого после этого определения 5) материала. Однако
здесь возникает примерно такая же ситуация, как и с разными типами
языков в иерархии Хомского; например, для особенно интересного нам
типа 3: можно ли считать конструктивным определением ргулярного
языка его запись в виде праволинейной грамматики (либо регулярного
выражения) – или для этого необходим некоторый конечный автомат?
По-видимому, это – «вопросы без ответа».

когда мы можем заранее ограничить сверху число их
состояний.
Поэтому представляют интерес возможные оценки

сверху для числа автоматов, обладающих рассматрива-
емыми в статье свойствами. Одна из таких возможных
оценок приведена в следующей теореме.

Теорема 8: Пусть n – заданное заранее максимально
возможное число состояний упрощённого автомата. То-
гда число различных упрощённых недетерминированных
конечных автоматов 9 не превышает значения

22
n2

−1 · (2n − 1)2. (1)

Доказательство. Согласно теореме 7, число упрощён-
ных автоматов непревышает числа автоматов, имеющих
n состояний, и при этом не имеющих параллельных букв.
Приведём одну из возможных оценок этого числа.
Пусть состояния рассматриваемого автомата, образую-

щие множество

Q = {q1, q2, . . . , qn } , (2)

некоторым образом упорядочены (например, согласно
индексации (2)), а сам этот автомат обозначен пятёркой

K = (Q,Σ, γ, S, F) 10.

Сопоставим каждой букве a ∈ Σ (число |Σ| будет опре-
делено позже) двоичную матрицу размера n × n (см.
рис. 4), где каждый элемент bij равен 0 или 1; при этом
мы считаем, что bij = 1 тогда и только тогда, когда
выполнено условие

a ∈ γ(qi, qj).

Рис. 4. Булева матрица, определяющая для заданой буквы a ∈ Σ
соответствие состояний автомата K.

Очевидно, что такая матрица полностью определяет
вхождение рассматриваемой буквы a ∈ Σ в функцию
переходов (недетерминированного) автомата – а всё мно-
жество таких матриц определяет автомат и, следователь-
но, рассматриваемый регулярный язык. Также очевидно,
что буквы, имеющие совпадающие матрицы, являются
параллельными над автоматом K, и наоборот, если такие
матрицы не совпадают, то соответствующие буквы па-
раллельными над K не являются. Следовательно, число
попарно непараллельных букв не превышает 2n

2

.

9 А следовательно, и соответствующих им упрощённых регулярных
языков.

10 Напомним, что иногда применяемое в наших статьях определение
функции γ – как возможной альтернативы функции переходов δ – было
приведено в части I.
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При этом матрицу, состоящую из одних нулей, можно
не рассматривать (поскольку в этом случае буква, для
которой предназначена эта матрица, языку автомата не
принадлежит), то есть

|Σ| ⩽ 2n
2

− 1.

Мы также должны учитывать, что для любой упоря-
доченной пары состояний (иными словами – для любой
клетки матрицы) имеется 2 варианта для каждой бук-
вы алфавита: она либо присутствует в автомате, либо
отсутствует (при этом мы не рассматриваем переиме-
нование букв). Следовательно, количество возможных
способов определения функции γ равно

22
n2

−1.

Нужно также рассмотреть варианты стартовых и фи-
нальных состояний. Как для S, так и для F имеется 2n−1

варианта выбора из полного множества (в обоих случаях
мы также не рассматриваем множества, состоящие из
одних нулей). Перемножая полученные значения, мы
получаем ограничение (1). □

IX. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Итак, в этой статье мы определили упрощённый ко-

нечный автомат. Мы доказали, что для соответствующего
языка этот автомат является каноническим; поэтому он
однозначно определяет упрощённый язык, и вместо рас-
смотрения произвольных регулярных языков мы можем
рассматривать только упрощённые. Более того, исходный
регулярный язык и соответствующий упрощённый име-
ют одинаковые бинарные отношения #, что позволяет
нам использовать всю предыдущую теорию, просто рас-
сматривая упрощённые автоматы вместо произвольных
конечных автоматов.
Также мы изучали автоматы без параллельных букв,

для которых получили верхнюю границу числа упрощён-
ных языков с заранее зафиксированным числом состоя-
ний определяющего некоторый такой язык недетермини-
рованного конечного автомата.
Как мы несколько раз отмечали в тексте статьи, неко-

торые связанные с упрощёнными автоматами и языками
вопросы, в том числе – некоторые дополнительные под-
ходы к классификация регулярных языков, были ранее
рассмотрены в [2]. Также стóит отметить, что можно
увидеть связь упомянутых в настоящей статье букв, па-
раллельных некоторому языку, – с вопросами, рассмот-
ренными в [6]. Всё это может дать ещё один подход к
классификация регулярных языков – и в будущих публи-
кациях мы предполагаем эти классификации объединить.
Далее мы приводим небольшую часть текста одной из

наших предыдущих статей: развитие тем, описанных в
этом тексте, можно считать формулировкой дальнейших
работ и по темам, связанным с упрощёнными конечны-
ми автоматами и упрощёнными регулярными языками.
Итак, на основе теории, рассмотренной в предыдущих
публикациях, мы, среди прочего, получили доказатель-
ства утверждений в следующих темах:

• построение любого автомата для заданного регуляр-
ного языка на основе базисного автомата для этого
языка, [7];

• алгоритмы построения автомата COM, [3], [8], [9].

Такая тематика напрямую связана с текстом, приведён-
ным в следующем абзаце.
В будущих публикациях мы планируем привести неко-

торые результаты вычислений, в которых получено ко-
личество упрощённых языков – для тех ситуаций, в ко-
торых автомат для рассматриваемого языка имеет ровно
2 состояния; эти результаты подтверждают приведённое
выше значение верхней границы. Также стóит отметить,
что мы можем применить «упрощение» практически к
любому понятию теории регулярных языков. Например,
мы можем изучить «упрощённый универсальный авто-
мат», см. [3], [8], [9] и др. Как мы уже отмечали выше,
мы также собираемся объединить две классификации
обычных языков – т.е. классификацию, рассмотренную
в настоящей статье, а также ту, которая может быть
получена на основе [2].
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Simplified regular languages
and a special equivalence relation

on the class of regular languages. Part II
Boris Melnikov, Vasily Dolgov

Abstract—The equivalence relation S on the class of regular
languages, considered in this paper, is necessary for a more
complete study of the relation R previously defined in our
articles. In addition, the motivation for considering the relation
S is the need to apply it to the study of so-called petal (semi-
flower) automata, which was also started in one of our previous
papers. Specifically, in order to obtain a petal automaton, there
is necessary to consider such an algorithm of the nonequivalent
transformation of the automaton as the union of two letters of
the considered alphabet, and both the mentioned equivalence
relations on the class of regular languages, i.e. relations R and S,
are associated with this transformation. In turn, petal automata
arise when describing several different algorithms for checking
the binary relation “equivalence at infinity”, also discussed in
some our previous papers, in particular, when using PRI and
NSPRI finite automata in these algorithms.

Thus, in this paper we define S, a special binary relation
on a set of regular languages, show the fulfillment of all the
properties of equivalence relations; therefore the relation S
divides the whole class of regular languages into some disjoint
subclasses. As a result, for most of the problems of the theory of
formal languages, we can take only one representative of each
such class; and it is usually desirable to consider the so-called
simplified language, it is the only in each such subclass.

The concept of a simplified language is based on the
combination of so-called parallel letters, and the simplified
finite automaton specially introduced by us corresponds to such
a simplified language. All this makes it possible to limit the
number of regular languages under consideration to work with
a finite number of corresponding finite automata; moreover,
such automata have a pre-fixed number of states.

Both these equivalence relations, S and R, preserve the
relation # defined for a particular regular language, and,
therefore, allow to use many previously proven properties
of regular languages and nondeterministic finite automata
for arbitrary automaton of its equivalence class and the
corresponding language.

In the presented Part II, we continue to consider the
properties of the relation S, which are significantly more
complicated than ones considered in Part I. Among other things,
we present variants of the application of the parallel letter in
some problems of the theory of formal languages.

Keywords—regular languages, nondeterministic finite
automata, binary relations, equivalence relation, simplification
of automata, algorithms.
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